FALE W O SRODKACH SPREZYSTYCH

PRZYKLADY RUCHU FALOWEGO

Zjawisko rozchodzeniagial spotykamy powszechnie. Przykiadamiale na wodzie, fale
dzwiekowe, poruszapy sk front przewracaicych se kostek domina czy fefale
elektromagnetyczne (w tym radiowe i telewizyjne).

Dwie proste demonstracje rozchodzeniarschu falowego pokazane sa poniszych
rysunkach. Na pierwszym z nich widzimy przemiesntzat, zaburzenia na sgtynie,
polegajcego nacisnieciu jej CzSci.
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Rys.la. Jdi scisniemy kilka zwojow sptyny, to zaburzenie toetizie przemieszczatoesi
wzdhs niej.

Z

Rys. 1b. J8i koniec spezyny wykonuje regularny ruch harmoniczny, to wzdiprezyny
bedzie s¢ rozchodzt (poditena) fala zagszczé i rozrzedzs.

Innym sposobem zademonstrowania rozchodzegiflsjest regularne poruszanie - gora, dét
- konca sznura (drugi koniec jest zamocowanysdany). Na sznurzeddzie rozchodzito si
zaburzenie pokazane na pgaym rysunku.

W obu pokazanych przypadkach zaburzenia te rozehsiglze scisle okre&lona predkoscia.
Mozemy wkc powiedzié, ze ruch falowy polega na przemieszczanig saburzenia
wywotywanego w érodku w danym punkcie.
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Rys.2. Swobodny koniec sznura wykonuje ruch haonop; Wsku’tek Czego na sznurze
rozchodzi si fala. Robgc szybkie zdrie rozchodzcego s¢ zaburzenia, stwierdzimye fala
ma ksztalt sinusoidy.

RUCH FALOWY (OGOLNIE)

Rys.3. Rozchodzenie §lednorazowego” zaburzeniasoodka, np. wybrzuszenia sznura (lub
takze dywanu) spowodowanego szybkim szagpein jego brzegu.

Rozwamy rozchodzenie si,jednorazowego” zaburzeniasrodka; przyktadem ma@ by
tutaj szybkie szarpetie kaica napgzonego sznura lub brzegu dywanu zfleego na
podiodze). Zatdémy, ze w chwili t = O ksztalt sznura moa przedstawijako : y = f(x). Po
czasie t=t’ , fala przesuwagsio vt w prawo, a zatem ksztatt sznura opisanyjdst:

y =f(x—-vt") (1)

gdy z& fala biegnie w lewo:

y =f(x+vt') (2)




Wroémy do ogdlniejszego przypadku, gdy zaburzenie,eksly przemieszcza, ma charakter
drgania harmonicznego gtek drodka w danym punkcie. Taki byt vélaie przypadek
przedstawiony na Rys.2. Wtedy przestrzenny kszahliurzenia, czyli ksztalt sznura w
dowolnym momencie, opisywany jest funkcjsinus lub cosinus s¢istego dowodu
poprawndci tego zataéenia dostarcza rozazanie r@niczkowego réwnania rozchogzj st
fali — Réw. 17).

A zatem przyjmujc sinusoidalny ksztatt fali, np. dla t=0, mamy:

y:ymstH: (3)

gdzie y jest wychyleniem sznura w punkcie >§ kgest dtugdcia fali. Zauwamy, ze warté¢
wychylenia poprzecznego jest taka sama dla x Ax % + 2\ itd. Dlugas¢ fali jest po prostu
okresem rozktadu wychytepoprzecznych sznura.

Rys.4. ,Zdgcie migawkowe” rozchodzej sk fali, czyli ksztattu jaki przyjmuje sznur, w

ktorym ona s« rozchodzi w ustalonej chwili czasu t=t'.

Zaburzenie, czyli ksztalt jaki przyjmuje sznur, gsawa si z predkoscia v; jesli jest to ruch w
prawo, to rozktad wychylepoprzecznych sznura opisany jest gasjuco :

y=y, sini“(x ~vt) @

Réwnanie powysze jest rownaniem fali biegeej. Oprocz dlugei fali, uzyteczry
wielkoscia jest take jej okres T. Jest to czas potrzebny na przehydez fa¢ odlegicci

rownej jej dlugdci:
A=VvT )

A zatem rownanie fali m@my take zapisa jako:

. X t
=V _SIn271(——— (6)
Y=Y "(A T)




Réwnanie to dostarcza bardzo obrazowego opisu rHathZauwamy, ze jeli popatrzymy
na drgaicy sznur w okrdonym momencie czasu (t=t’), wtedy réwnanie to m&®iksztalt
sznura ,sfotografowany migawkowo” jest sinuspmlokresem (przestrzennym) Z drugiej
strony, jéli zapytamy jak zachowujegwychylenie poprzeczne gztek grodka w
ustalonym punkcie x=x’, to widzimye czstki wykonup ruch harmoniczny z okresem
(czasowym) T. A zatem wychylenie poprzeczne, ywrdanej chwili (t) tak sam wartasé
dlax, x+A, x + 2\ itd., a z drugiej strony w danym miejscu (x) miataany wartas¢ w
chwilacht,t+T ,t + 2T itd. RGwnania 4 i 6 ogjis doktadnie proces rozchodzenia fli
przedstawiony na Rys.2.

Oproécz diugéci i okresu fali, przydatneagakze w opisie ruchu falowegliczba falowa (k)i
czestas¢ kotowa (@):

2T 21
k=— w=_- 7)
A T
Uzywajac tych wielkagci, mazemy napisékolejm, rownowana, posté rownania fali:
y =y, Sin(kx — wt) ®

przy zat@eniu,ze biegnie ona w praystrore. J&li natomiast fala biegnie w leystrore to:

y =Y., Sin(kx + wit) ©

Predkos¢ przemieszczaniagtdanego maksimum (garbka) fali, nazywamygdioscia fazows;
Wynosi ona :

v=_ (10)
T

lub rownowanie (biokc pod uwage Réwn. 7):

v="2 (10a)




ROWNANIE FALOWE | PR EDKOSC FALI

Wyprowadzimy teraz réwnanie diczkowe oraz wzoér na gakos¢ fali rozchodzcej sk w
napktym sznurze (lub w naptonej strunie).
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X X+dx

Rys.5. Kawatek naptonego sznura, w ktorym rozchodz fsila spezysta

Wyliczmy skiadow pionows wypadkowej sity dziatacej na kawatek sznura o diugo dx.
Zgodnie z Rys. 5:

Fuoy) = FSING, ., —FsinG, L FdO

Zatozylismy tutaj,ze katy 8 s3 bardzo mate.

x+dx (11)

J&li przyjmiemy, ze masa sznura przypaaeg na jednostkdtugadci wynosiy, to z Il zasady
dynamiki wynika,ze:

dy 12)
dt?

Przyrownuac prawe strony obu powgzych rOwna :

= pdx

Fwyp(y)

2
Fdo :udx(;tz/ (13)
stad:
dd pd’y (14)
dx F dt?

Zauwamy, ze kat nachylenia sznura:



CHN dy (15)

dx
a zatem:
dy _pdy a6)
dx? F dt?

Zauwamy, ze wychylenie y =y (X, t)rézniczkujemy powyej wzgkdem dwdch zmiennych
(x i t), a zatem musimyay¢ symboli pochodnych astkowych:

0%y _ua%y 17)

ox* _Fat®

Jest to raniczkowe rownanie fali rozchodeej st w napezonym sznurze (lub strunie).

Mozemy tatwo sprawdzj ze w ogélnym przypadku rozazaniem tego rownania jest funkcja
y =f(xxvt); my z& wezmy szczegolny jej przypadek, omawiany wyzej (Roéwn. 8) :
y =Y, Sin(kx — wt) (Rown. 8)

Podstawmy to rozwianie do rownania falowego (Rown. 17). Wyliezagrugie pochodne
Réwn. 8:

0%y .
Pl -y _k?sin(kx — wt)
0’y .
Fob -y ¥ sin(kx — wt)
i podstawiajc je do réwnania falowego (R6wn. 17), otrzymujemy:
K2 = K o
F
lub:
w F
=L 18
<l (18)
Zauwamy ze:
W_2n_ A _\_
— =X ==V
k T 2t T

W konsekwencji, prdkos¢ fazowa fali wynosi:



V= E (19

u

Dostalémy bardzo wany rezultat: pgdkos¢ fali na strunie zaley tylko od masy wiéciwe;j
(masy na jednostkdiugasci) oraz od wartéci sity napezajacej sznur. Podstawigg ten
rezultat (powysze rownanie) do réwnanie falowego ( Rown. 17pd@mtnie mgemy zapisé
w 0golniejszej postaci :

= -7 (20)
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Uogélnienie

Powyzsze réwnanie (Réwn. 20) zostato wyprowadzone diygadku jednowymiarowego,
czyli dla rozchodzenia sifali w strunie. W ogoIngci jednak fala mge sk rozchodzt w
osrodku tréjwymiarowym, jak np. fala gltosowa w powist. Przepiszmy najpierw Réwn. 20,
uzywajac zmiennej§ zamiast y do oznaczenia wychyleniaastek drodka z potaenia
réwnowagi:

0° 0%¢ _ 1 0° 0°¢

x> v? ot
W osrodku tréjwymiarowym wychylenie€ jest funkcj potazenia (x,y,z) i czasu (t);
uogolnieniem powyszego réwnania jest:

0% 0% 0% _ ij (21)
6x2 ay? az v’ at?
lub kréceyj:
1 0%
Ag = Vo (22)

gdzie:A oznacza operator zwany Laplasjanem; jego dziataaiuinkcg &(x,y,z,t), czyliAg,
jest nastpujace:

E_GE 0% GE
x> oy? az

Réwn. 22 jest ogolppostaci rownania falowego.
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Wroémy jeszcze do problemu gatkos¢ rozchodzenia sifali. Wyzej uzyskalimy rezultat
(Rown. 19):

F
V= [—
u



Przypomnijmy,ze F oznacza sitnapezenia sznura (struny), €g. jest mag sznura na
jednostk jego diugdci. Wykazuje si, ze powy:szy rezultat mena zapisa w ogolniejszej
postaci (wzor Newtona):

v= M (23)

0

gdzie M — oznacza odpowiedni (dla danegoodka) wspoétczynnik speystasci, za p jego
gestas¢. | tak, np. pedkosé fali podtuznej (tzn. takiej, w ktérej drgania gztek drodka @
réwnolegte do kierunku jej propagaciji), rozcheckj sk w precie metalowym:
E
v= [— (24)
Jo,

gdzie E jest modutem Youngdarodka.

Natomiast pgdkos¢ fali rozchodacej sk w tréjwymiarowym ciele statym wynosi:

4
K +§G (25)

VvV =

P
gdzie G jest modutem sztywfm, za K- modut spezystasci objetosciowe).

Przejdmy teraz do fali sprzystej rozchodgcej sk w gazach i cieczach; gkosé fali wynosi:
K

V= |— (26)
Po

gdziep, jestsredni gestaicia gazu.

Rozwamy szczegdélny przypadek rozchodzenig $ali sprzystej w gazie w statej
temperaturze, czyli w warunkach przemiany izotemmé}; wtedy: pV=const (gdzie p jest
cisnieniem, z&V obijctoscia), a zatem:

Vdp+pdV =0
dv
dp=-p—
P IOV
_—dp_
PTav
V

Widzimy zatem,ze modut spgzystasci objetosciowej réwny jest @inieniu gazu; tak wec
predkosé fali w gazie przy statej temperaturze:

V= P (27)



FALE STOJACE

Istnieje wiele sytuacji, w ktérych obserwujemy @ele zjawisko fal stagych. Powstaj one

wtedy, gdy w danym miejscu spotykaic dwa cigi fal o tej samej agstotliwaosci, predkosci

I amplitudzie, ale biegice w przeciwnych kierunkach. Przykiad tego zjawiskezemy

zaobserwowd gdy wytwarzamy fal na sznurze, ktérego koniec przywméany jest, np. do
sciany. Fala odbija sina kaicu sznura, biegnie w przeciwnym kierunku i napotyik

pierwotra. Dochodzi wtedy do sumowaniae sivychylen czastek grodka (zjawisko takie
nazywamy interfereng). Rozwamy ten efekt iléciowo. Réwnania obu fal (biegoej w

prawo i w lewo) § nastpujace:

Y, =Y, Sin(kx — wt)
Y, =V, Sin(kx + wt)

Ich suma (czyli wypadkowe wychylenieastek grodka):

y=y, +V, =y, [sin(kx— at) + sin(kx + at )]

Zastosujmy znantozsamdé trygonometryczia )
sina +sin = 2sin a ; B cosO(—;B
Otrzymujemy :
y =2y, sinkxcosat (29)

Jest to rownanie fali stggej; jego interpretagjgraficzry przedstawiono na Rysunkach 6-8.
Na Rys.6 pokazano ,wygdl” fali stojacej w trzech kolejnych chwilach: t=0,1tk0 oraz w
chwili posredniej. Wid& tutaj,ze kazdy punkt grodka wykonuje prosty ruch harmoniczny
(y= A cosut), jednak amplituda tego ruchu zaleod potaenia. Istniej szczegdblne punkty,
w ktérych ta amplituda jest zerowa (A=@,te wezly) lub maksymalna (A=2y, s to
strzatki); w pozostatych punktach amplituda marpdnia wartas¢ wynoszca A=2ysin kx.



— inna
Y A t=0 chwila

Strzaiki

Rys. 6. Wychylenia ggtek sznura w fali stegej w trzech rénych chwilach. Istniej punkty
sznura, w ktérych zawsze wychylenie wynosi zegae-\sezty. W innych punktach gztki
sznura wykonuj prosty ruch harmoniczny, ktérego amplituda zaled pot@enia; miejsca,
gdzie amplituda drgajest maksymalna to strzaiki.

Strzalki i wezty rozmieszczoneasregularnie; odlegkd miedzy dwoma strzatkami, podobnie
jak miedzy dwoma wztami réwna si potowie dtugdci fali.
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Rys. 7. Rozmieszczenie strzatekztdw w fali stogcej
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Rys. 8. Fotografia fali stggej na sznurze (strunie) zrobiona ,na dtugi czas”.

FALA STOJACA NA STRUNIE

Strunowe instrumenty muzyczne (np. gitara, skrzygodepian) dostarczajinteresujce;j
ilustracji powstawania i wykorzystania fali sfogj. Struna zamocowana jest na obadach
(Rys. 9), ktore stakze weztami dla wytwarzanej fali stagej. Na strunie o diugei | musi s¢
~Zmiesci¢"catkowita wielokrotnd¢ potdwek diugéci fali stojacej (Rys. 9 10).

Rys. 9. Fala staca na strunie, zawieraga dwa wzty

% A
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Rys. 10. Fala stgra na strunie, zawieraga pie¢ weztow
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Tak wigc:

A
| =n—
2
lub:
2l
A=— n=123,... (30)
n

1 A
Pamgitajac (Rown. 10)ze f = ? oraz,ze V = ? czstotliwos¢ drgar przenoszonych przez

fale (f) mozna wyrazé:

f=V
A
Wstawiapc do powyszego diugét fali wyrazona przez Rown. 30 oraz pagtajac, ze
F .
V= _|— (Réwn. 19)
U

otrzymujemy praktyczarelacg przewiduaca jakie czstotliwosci dzwicku mazna
wygenerowa na strunie o diugai |, nacagnictej sifa F:

_v_n F (31)
A 210

f

Liczba naturalna n numeruje kolejne ¢stotliwosci dzwieku. Dla n=1 uzyskujemy
czgstotliwos¢ podstawow, za kolejne wartéci n opisug tzw. wyzsze harmoniczne.

Jezeli do struny kda docieraly drgania (wywotane przez zestrmne zrodto drwieku), to
tylko wtedy struna zacznie wymaie drga&, gdy czstotliwos¢ zewretrznych drga bedzie
bardzo bliska jednej z egtotliwosci wikasnych struny (opisanych Rown. 31). Jest éavigko
REZONANSU, o ktorym byta jmowa wczénie;.
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